Potenzial. Entfalten.

Instruktion

Lineare Gleichungssysteme (Gauf3scher Algorithmus)




Eine Firma stellt drei verschiedene Produkte A, B und C her. Die Produkte durchlaufen wahrend ihrer Herstellung drei verschiedene
Werkstatten, eine Schreinerei, eine Schlosserei und eine Kunststoffwerkstatt. Dabei wird zur Herstellung eines Stlicks dieser Produkte jeweils
eine bestimmte Anzahl von Arbeitsstunden in den einzelnen Werkstatten bendtigt:

A B C

Schreinerei 6 2 0
Schlosserei 4 3 3
Kunststoff 0 1 4

Bestimmen Sie nun, wie viel Stiick der Werkstlicke A, B und C hergestellt werden kénnen, wenn in der Schreinerei 22 Stunden, in der
Schlosserei 33 Stunden und in der Kunststoffwerkstatt 22 Stunden bendtigt werden.

() 6x +2x, +0x,=22
(1) 4x +3x,+3x,=33 "Lineares Gleichungssystem"
(1) Ox +x, +4x, =22
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Losung des linearen Gleichungssystems mit Hilfe des GauRschen Algorithmus

() 6x +2x +0x, =22
(1) 4x +3x,+3x,=33
(1) Ox_+x_ +4x, =22

Koeffizientenmatrix: Erweiterte Koeffizientenmatrix:
X1 X2 X3 X1 X2 X3 I.S.
6 2 0 6 2 0| 22
A=| 4 3 3 (A/b)=] 4 3 3| 33
0O 1 4 0 1 4| 22

Ziel: Dreiecksform der Koeffizientenmatrix
X1 X2 X3 r.S.
* * * E 3
o * * | * * sind reelle Zahlen
0 O t 3 *
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6 2 0| 22

4 3 3| 33

0 1 4| 22
1. Schritt: In der ersten Spalte muss statt 4 eine Null stehen 2. Schritt: In der zweiten Spalte muss statt 1 eine Null stehen
4-()-6-(I): 0 —-10 -18 |-110 5-(m)—(@: o 0 11 |55
{6 2 o0 22 M6 2 o0]22 (62 of2) |6 2 022
(1) 0O -10 -18 | -110 | — () 0O 5 9|55 (1) 0O 5 9|55 |—> () 0O 5 9|55
m|{ 0 1 4 22 (my | 0 1 4] 22 gy | 0 0 11 55} )| 0 0 1| 5

3. Schritt: Berechnen der Losung des linearen Gleichungssystems
(= x,=5
(I)=5x,+9x, =55 =x, =2
()=6x +2x,=22 =x =3

=(3/2/5) ist Losung des linearen Gleichungssystems (LGS)
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Allgemeines lineares Gleichungssystem:

() a, x +a x +..+a x =b,

(I) a,x, +a x +..+a x =b

(1)
W)

2

(ma x +a x +..+a x =b_
m Gleichungen fur n Unbekannte (m — n — System)

Es gilt:

(1) Ist (by, by, ..., by) = (0, 0, ..., 0), so heilt das lineare Gleichungssystem homogen,
sonst inhomogen.

(2) Ist m > n (m < n), so heildt das lineare Gleichungssystem tUberbestimmt (unterbestimmt).
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Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

(6 2 ol 22 (2 2 2|6 M {1 -12|1
(| o5 9|55 ijo -1 -3|-4 i {0 551
{00 1}5 (mlo o of2 m {0 0 0] 0

LGS hat eine eindeutige Losung LGS hat keine Losung LGS hat unendlich viele Losungen

mit einer frei wahlbaren Variablen

Berechnung der Losung eines linearen Gleichungssystems mit unendlich vielen Losungen

(I)=0x,=0 =x, beliebigz.B.x,=z
{1 -12]1 .
(1) 0 5 5| -1 () =—5x,+5x,=-1 =>x2=5+z
@y | 0 0 0] O )

6
() =x, —x,+2x,=1 =>x1=E—z

6 1
=>(§—z/ §+z/z) ist Losung des linearen Gleichungssystems (LGS)
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() x,—2x,+x,=1
() —=x, —5x,—5x, =0

unterbestimmtes Gleichungssystem
(weniger Gleichungen als Variable)
(1) 1 -2 11 | ueq) {1 -2 1
ml\-1-5s s5|{0o)— mlo -7 -4

|

L 1 4
()= —7x,—4x,=1 =X, beliebig z.B. x, =z =>x2=—;—;z

5 15
)=x,—2x, +x,=1 =>x1=;—7z

515 1 4
=| ———1z|—-=——=z|z |ist Lésung des LGS
7 7 7 7

Unterbestimmte Gleichungssysteme haben entweder keine Losung oder unendlich viele Lésungen
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(1)
(1)
(1)

(I)=-27x,=58 =x,=——

Uberprifen mit (1):x, —=7x, =22 =-

=IL=J

() x,—7x,=22
() 3x, +5x,=-12
(1) 3x_+6x,=8

uberbestimmtes Gleichungssystem
(mehr Gleichungen als Variable)

22
—-12
8

3-(1)— ()

58
27

34

(I)=3x +5x,=-12 =x =

(1)
(1)
(1)

34
81

1
3
0

—7
5
=27

22
-12
58

58
7-(-2)=22 =
27

1181 =22 (f)
81
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Gekiirztes GauRR-Verfahren

(D) % x4y #a=0
(W)~ X + 28 A =-Sity

(T_(j X, +K7 'l'f(_s ==A
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Anmerkungen und Sonderfalle

Es gibt keine Divisionen, nur Multiplikationen. Briiche werden also vermieden.
Jede Zeile (auch in den Zwischenschritten) kann man mit einer Zahl multiplizieren oder dividieren. Man
kdnnte in obigem Beispiel im letzten Schritt Zeile 11l mit 18 kiirzen.

Das gekiirzte GauB-Verfahren und die herkommliche Vorgehensweise konnen auch kombiniert werden.

51 2 -1 5
-161 | ~5|0 -7 =27
-189) n+m{0 0O =50

X1 X2 X3 r.S.

2 -1 5|51 2 -1 5
3 5 6| -4| ~, |0 -7 =27

51
-161
5 1 1] 33 0o 7 -23

—350

Steht in der zweiten, dritten, oder ... Zeile an der ersten Stelle eine Null, so ist fur diese Zeile das
,Kreuzeln“ Giberfllssig; die Zeile kann direkt ibernommen werden.

X1 X2 X3 I.S.

2 3 2 4 2 3 2| 4 2 3 2| 4
0 2 46| 5 (0 2 4| -6| ~5|0 2 4| -6
2 -1 1] 3 0 -8 -2 -2 0 0 28| -52

Ist das Pivotelement die Null, so muss man diese Zeile mit einer anderen Zeile vertauschen. Diese
Prozedur gilt auch bei weiteren Schritten.

Falls bei Parameteraufgaben nicht sichergestellt ist, dass das Pivotelement von Null verschieden ist, so
muss diese Zeile weggetauscht werden oder als Sonderfall betrachtet werden.
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Lineare Gleichungssysteme mit Parameter

Bestimmen Sie die Anzahl der Lésungen des folgenden linearen Gleichungssystems in

Abhangigkeit von aeR. )

() —ax,+(@a-2)x,=a ) —a a-2 0| a

(1) —x,+x,=1 (1) 0O -1 1 1

() 2x —x +3x . =a+2 () ( 2 -1 3)a+2

M [ 2 -1 3| a+2 M (2 12 3
m | o -1 1 1 m [ o -1 1
iy | 0 a—4 3a| a’+4a ) | 0 0 —da+4

—4a+4=0 =—=a=1
a=1: 0 0 0|-2 = das LGS hat keine Lésung
ae IR\{l}: das LGS hat eine eindeutige Losung

Zeile (1) und (Ill) tauschen

a+2

—a’—5a+4

(1)
(1)
(1)

2 -1
0 -1
—-a a—2

a+2



